
ͳبوزون و ͳفرمیون گاز ͳمقدمات مطالعه دوم: بخش ‐ͳکوانتوم آماری Έانیم

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانشده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠٣ فروردین ٣١

مقدمه ١

یا Έروکانونیمی های آنزامبل در توانیم ͳم چΎونه اینکه و یسان ذرات آماری Έانیم بر بود ای مقدمه آموختیم گذشته درس در که آنچه

را خود بعد به این از شدند. ͳم ͳمنته روابط مجموعه Έی به نهایتا آنزامبل دو هر کرد. مطالعه را تمیزناپذیر و یسان ذرات از ͳسیستم Έکانونی

برای را ͳکل روابط و کنیم استفاده Έگراندکانونی آنزامبل از نهایتا که کرد ناگزیر را ما محاسبه این البته . کرد خواهیم Έکانونی آنزامبل به محدود

بدست را گازها این ͳمقدمات خواص و کنیم مطالعه ͳبوزون و ͳفرمیون گاز برای جداگانه را روابط این خواهیم ͳم آوریم. بدست ͳسیستم چنین

مطالعه به محدود را خود تنها نیز ͳبوزون گاز مورد در کنیم. ͳم مطالعه صفر دمای در را ͳفرمیون گاز که است این ͳمقدمات خواص از منظور آوریم.

کنیم. ͳم موکول آینده های درس به دما از تری وسیع محدوده در را گازها این مطالعه کنیم. ͳم بوز‐اینشتین چΎالش پدیده ͳیعن خاص پدیده Έی

گذشته درس در است. درس این مطالب درک برای جدی نیاز پیش ،Έی ͳکوانتوم آماری Έانیم ͳیعن گذشته درس فهمیدن که است ͳبدیه

برای بودند. زیر شل به توابع این شوند. ͳم محاسبه چΎونه فرمال صورت به ͳبوزون و ͳفرمیون گاز برای Έگراندکانونی پارش تابع که یادگرفتیم

ها: بوزون

Q+(z) =

K∏
i=1

1

1− ze−βϵi
Bosons (١)

١



ها: فرمیون برای و

Q−(z) =

K∏
i=1

1 + ze−βϵi Fermions. (٢)

پارش تابع این لΎاریتم از ها کمیت همه که آنجا از شدند. محاسبه ͳبراحت ها بوزون و ها فرمیون برای Έگراندکانونی پارش تابع ترتیب این به

بنویسیم: را توابع این لΎاریتم که است بهتر آید ͳم بدست

ها: فرمیون برای n

lnQ(z) =

K∑
i=1

ln(1 + ze−βϵi) (٣)

ها: بوزون برای n

lnQ(z) = −
K∑
i=1

ln(1− ze−βϵi) (۴)

های پدیده باعث کم ͳخیل تفاوت همین که دید خواهیم ͳول دارند هم با ͳکم ͳخیل تفاوت ها فرمیون و ها بوزون پارش تابع که رسد ͳم نظر به

البته کنیم. ͳم مطالعه را ͳبوزون گاز و ͳفرمیون گاز ͳکل خواص ترتیب به آینده بخش دو در شود. ͳم ها فرمیون و ها بوزون برای ͳمتفاوت ͳکل به

هم ها بوزون مورد در چنین هم کنیم. ͳم مطالعه صفر دمای در تنها را ͳفرم گاز ͳیعن است. کوتاه ͳخیل و ͳکل خصوصیات به منحصر ما مطالعه

های درس به دلخواه دماهای در را گاز دو هر ͳتفصیل مطالعه کنیم. ͳم بوز‐اینشتین چΎالش ͳیعن خاص پدیده Έی مطالعه به محدود را خود

Q(z) با را آنها دوی هر پارش تابع کنیم، ͳم ͳبررس را ها بوزون و ها فرمیون جداگانه بخش دو در چون درس این ادامه در کنیم. ͳم واگذار آینده

نیست. ͳمنف و مثبت های اندیس نوشتن به نیازی دیΎر و داریم سروکار پارش تابع کدام با ما که است معلوم بخش هر در دهیم. ͳم نشان

آل ایده ͳفرمیون گاز ٢

درون های هستک فلز، Έی درون های الترون دارد. وجود طبیعت در که است گازهایی از بسیاری تقریبی کننده توصیف آل ایده ͳفرمیون گاز

از هایی نمونه ͳΎهم سفید، کوتوله ستاره Έی درون های الترون بالاخره و ͳنوترون ستاره Έی درون های نوترون اورانیوم، مثل بزرگ هسته Έی

که چرا است گاز ذرات پایه حالت انرژی از بیشتر ͳخیل صفر دمای در ͳفرم گاز Έی انرژی ͳپاوول طرد اصل دلیل به هستند. ͳفرمیون گاز Έی

٢



تا انرژی تراز ترین پایین از ذره تک Έی به مربوط ͳمتوال ترازهای در گاز ذرات صفر دما در واق΄ در گیرند. ͳنم قرار پایه حالت در ذرات همه

تعداد با متناسب صفر دمای در ͳفرم گاز انرژی دلیل همین به شوند. ͳم چیده هم روی شود ͳم نامیده ͳفرم انرژی اصطلاحا که انرژی تراز آخرین

نوشت: توان ͳم ͳکیف طور به و است ذرات

U(T = 0) = cNϵF ,

که این و ͳپاوول طرد اصل کنیم. محاسبه را آن باید که است Έی از کوچتر عددی ضریب Έی c و ذرات تعداد N ،ͳفرم انرژی ϵF آن در که

ͳخیل فشار Έی صفر دمای در ͳحت ͳفرم گاز فشار که شود ͳم باعث کرد فشرده هم به Έنزدی ͳکوانتوم های حالت در را ها فرمیون همه توان ͳنم

از را سوختش که ای ستاره که شود ͳم باعث ͳترونال گاز ͳواگن فشار سفید کوتوله های ستاره در نامیم. ͳم ١ ͳواگن فشار را آن که باشد زیاد

ͳنوترون گاز ͳواگن فشار نیز ͳنوترون های ستاره در نریزد. فرو هم در و کند مقاومت گرانش عظیم بسیار رمبش نیروی مقابل در بتواند داده دست

بپردازیم. ͳفرمیون گاز ͳبررس به توانیم ͳم مقدمات این از پس کند. ͳم جلوگیری ستاره بیشتر رمبش از

Έگراندکانونی آنزامبل در که چون ذرات تعداد متوسط بΎوییم باید تر دقیق طور به البته است. ذرات تعداد کنیم، ͳم محاسبه که چیزی نخستین

کار به را N نماد همان N ͳیعن ذرات متوسط جای به است کم خیز و افت میزان که آنجا از اما کند، ͳم خیز و افت و نیست ثابت ذرات تعداد

آوریم: ͳم بدست بریم. ͳم

N = z
∂

∂z
lnQ =

∑
i

1

z−1eβϵi + 1
=
∑
i

1

eβ(ϵi−µ) + 1
(۵)

کنیم: ͳم حساب را انرژی سپس

U = − ∂

∂β
lnQ =

∑
i

ϵi
eβ(ϵi−µ) + 1

(۶)

که دانیم ͳم Έگراندکانونی آنزامبل روابط از بالاخره و

PV

kT
=
∑
i

ln(1 + ze−βϵi). (٧)

پارامتر بایست ͳم که است این مشل نکته تنها دهند. ͳم بدست را ͳفرمیون سیستم Έی باره در لازم اطلاعات همه ͳضمن طور به فوق معادله سه

از بایست ͳم بهتر عبارت به رسید. ذرات تعداد حسب بر حالت معادله و انرژی برای ͳصریح روابط به بتوان تا کرد حذف معادلات این بین را z

به تا داد قرار فشار و انرژی معادله ͳیعن دیΎر معادله دو در را پارامتر این سپس و آورد بدست N ͳیعن ذرات تعداد حسب بر را z پارامتر (۵) رابطه

Degeneracy Pressure١

٣



محاسبات این توان ͳم صفر دمای در اما . نیست ممن صریح صورت به کار این معادلات این فرم به توجه با رسید. انرژی معادله و حالت معادله

روابط و خواص ͳبعض فهم به توانیم ͳم نیز آن از قبل داد. خواهیم انجام درس این ادامه در که است کاری این و داد انجام دقیق صورت به را

تعداد متوسط که گرفت نتیجه توان ͳم (۵) رابطه از کنیم. ͳم موکول آینده های درس به را صفر غیر دمای در ͳفرم گاز مطالعه کنیم. بسنده ͳکل

با: است برابر انرژی تراز هر در ذرات

ni =
1

z−1eβϵi + 1
=

1

eβ(ϵi−µ) + 1
(٨)

در ضرب انرژی تراز هر در ذرات تعداد با است برابر کل انرژی میزان که دهد ͳم نشان رابطه این زیرا شود. ͳم تایید نیز (۶) رابطه با تعبیر این

پارامتر این محدوده که ست ا مهم شوند، ͳم نوشته z پارامتر حسب بر ͳضمن صورت به همه ͳترمودینامی های کمیت که آنجا از تراز. همان انرژی

کنیم. تعیین را

همواره z شیمیایی، پتانسیل بودن ͳحقیق و z = eβµ تعریف به توجه با که کنیم ͳم دقت نخست ها: فرمیون برای z پارامتر محدوده n

فرمیون برای z تغییرات محدوده که گیریم ͳم نتیجه 0 ≤ ni ≤ 1 اینکه به توجه با ها فرمیون برای حال است. مثبت و ͳحقیق پارامتر Έی

است: زیر ناحیه ها

0 ≤ z < ∞.

که فهمیم ͳم (٨) رابطه از آوریم. ͳم بدست صفر دمای در را توزیع تابع این شل نخست است. موسوم فرمͳ‐دیراک توزیع به (٨) توزیع

ni =


1, ϵi < µ,

0, ϵi > µ

(٩)

به توجه با شیمیایی پتانسیل که کنید دقت . (١) شل هستند، پر µ از بالاتر انرژی ترازهای همه و پر µ از کمتر انرژی ترازهای تمام بنابراین

بعدی بخش در دهیم. ͳم نشان ϵF با را آن و خوانیم ͳم ٢ ͳفرم انرژی را شیمیایی پتانسیل صفر دمای در دماست. و ͳالΎچ به وابسته (۵) رابطه

که دانیم ͳم فعلا کنیم. ͳم محاسبه را ͳفرم انرژی مقدار

ϵF := µ(T = 0).

شل به توزیع تابع و روند ͳم ͳفرم سط بالای به گرمایی انرژی گرفتن با هستند ͳفرم سط Έنزدی های لایه در که ͳذرات شود ͳم زیاد که دما

ی رابطه از شود. ͳم تر Έکوچ z نتیجه در و µ بله نیست، ϵF با برابر µ دیΎر صفر از بالاتر دمای در که کنید دقت باید آید. ͳم در (٢)

Fermi Energy٢

۴



هستند. ͳخال ͳفرم سط بالای و پر ͳفرم سط زیر های ترازی تمام صفر:  دمای در دیراک ͳفرم توزیع :١ شل

سط بالای های لایه به و کرده ترک را ͳفرم سط زیر و Έنزدی های لایه ذرات صفر: از بالاتر ͳکم دمای در دیراک ͳفرم توزیع :٢ شل

.n(ϵi = µ) = 1
2 ها دما همه در که شود ͳم معلوم (٨) رابطه از روند. ͳم ͳفرم

۵



dU = TdS − PdV + µdN

اگر صفر دمای در است. ثابت انتروپی و حجم در سیستم Έی به ذره Έی افزودن برای نیاز مورد انرژی میزان شیمیایی، پتانسیل یا µ که دانیم ͳم

ϵF انرژی به احتیاج جهت همین به و دهیم قرار ͳفرم سط از بالاتر تراز Έی در درست را ذره این بایست ͳم کنیم اضافه گاز به ذره Έی بخواهیم

بتوانیم که آید ͳم پدید امان این و شود ͳم ͳخال ͳفرم سط زیر انرژی سطوح از تعدادی رود ͳم بالاتر که دما .µ(T = 0) = ϵF ͳیعن داریم.

که است دلیل همین به کند. تغییر انتروپی یا حجم که این بدون دهیم قرار شده ͳخال سطوح این در را ذره Έی

µ(T > 0) < ϵF .

رابطه از که کرد تعریف ͳفرم دمای به موسوم دما Έی توان ͳم

TF :=
ϵF
k

(١٠)

به و کنند ͳخال را انرژی پایین ترازهای که نیستند قادر ͳحرارت خیزهای و افت که است این اش ͳمعن باشد، T < TF که هرگاه آید. ͳم بدست

است، T ≳ TF یا T ≈ TF که ͳوقت اما کند. ͳم تغییر ͳفرم سط Έنزدی های لایه جمعیت تنها دما این در بنابراین ببرند. ͳفرم سط بالای

ͳوقت بنابراین روند. ͳم ͳفرم سط بالای به و شده Έتحری انرژی پایین های لایه در موجود ذرات ͳحت که شود ͳم بزرگ آنقدر ͳحرارت انرژی

فرم به احتمال تابع و است کردن نظر صرف قابل z−1eβϵk با مقایسه در 1 جمله کند، ͳم پیدا Έکلاسی رفتار نتیجه در و شود ͳم رقیق گاز که

شود. ͳم Έنزدی e−βϵk ͳیعن بولتزمن

صفر دمای در ͳفرم گاز Έترمودینامی ٢ . ١

تم ا از گازی آل ایده ͳفرم گاز از منظور کنیم. مطالعه بیشتر ͳکم صفر دمای در را آل ایده ͳفرم گاز توانیم ͳم ایم یادگرفته را ͳکل اصول که حال

فلز درون ͳترونال گاز (مثل هستند فرمیون ها اتم این دارند. قرار ͳپاوول طرد اصل تاثیر تحت تنها که است کنش برهم بدون مولولهای یا ها

نادیده را آنها ͳاسپین آزادی درجه ͳسادگ برای ͳول دارند اسپین ها اتم این اگرچه .(ͳنوترون ستاره Έی درون ͳنوترون گاز یا ٣ هلیوم گاز Έی یا

توانیم ͳم باشند، داشته j اسپین گاز ذرات اگر آخر در ندارد. گرمایی خیز و افت آزادی درجه این که کنیم ͳم فرض دیΎر عبارت به گیریم. ͳم

اکنون آوریم. بدست ها اسپین آزادی درجه گرفتن نظر در با را ذرات همه جمعیت تا کنیم ضرب 2j + 1 عدد در را انرژی ترازهای همه جمعیت

کنیم. محاسبه را آنها و کرده انتگرال به تبدیل را ها جم΄ و دهیم قرار را آزاد ذره Έی های انرژی (٧) تا (۵) روابط در که است این ما مسئله

با: است برابر ذره Έی انرژی ترازهای که کنیم ͳم توجه نخست

ϵk =
ℏ2k2

2m
(١١)

۶



آن در که

k = (kx, ky, kz) =
π

L
(nx, ny, nz)

بنویسیم: همواری تابع هر برای توانیم ͳم بنابراین

∑
i

f(ϵi) =
∑

nx,ny,nz

f(ϵnx,ny,nz
) =

1

8

∫
d3kf(ϵk)

L3

π3
(١٢)

اندازه تابع فقط ϵk که این به توجه با بنابراین بΎیریم. انتگرال مثبت های تکانه روی فقط بایست ͳم که شده ضرب این برای 1
8 ضریب آن در که

داشت: خواهیم است، k

∑
i

f(ϵi) =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dkf(ϵk) (١٣)

آیند: ͳم در زیر های انتگرال صورت به (٧) تا (۵) روابط بنابراین

N =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dk
1

z−1eβϵk + 1

U =
V

2π2

∫ ∞

0

k2dk
ϵk

z−1eβϵk + 1
PV

kT
=

V

2π2

∫ ∞

0

k2dk ln(ze−βϵk + 1). (١۴)

برای آوریم. بدست زیبا و ͳکل نتیجه Έی که کنیم کاری جزء به جزء گیری انتگرال با توانیم ͳم کنیم معطوف سوم انتگرال به را خود توجه اگر

که: کنیم ͳم توجه کار این

∫ ∞

0

k2dk ln(ze−βϵk + 1) =
1

3
(k3) ln(ze−βϵk + 1) |∞k=0 −1

3

∫
k3dk

d

dk
ln(ze−βϵk + 1) (١۵)

بنویسیم: زیر صورت به را راست طرف توانیم ͳم انتگرال پایین و بالا حدود به دقت ͳکم با

∫ ∞

0

k2dk ln(ze−βϵk + 1) = 0− 1

3

∫
k3dk

d

dk
ln(ze−βϵk + 1)

=
2

3

∫ ∞

0

k2dk
ϵkzβe

−βϵk

ze−βϵk + 1

=
2

3kT

∫ ∞

0

k2dk
ϵk

z−1eβϵk + 1
. (١۶)
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که: رسیم ͳم نتیجه این به (١۴) از سوم رابطه با رابطه این مقایسه با ترتیب این به

PV =
2

3
U. (١٧)

خواهیم یاد بعدی های درس در است. برقرار دمایی هر در و ذرات ͳالΎچ از مستقل رابطه این حجم، و فشار و ͳداخل انرژی بین همواره ͳیعن

ͳمفصل نسبتا محاسبات به نیاز کار این آوریم. بدست را ͳفرم گاز ͳترمودینامی روابط دلخواه دمای در و کنیم استفاده روابط این از که گرفت

در دیراک ͳفرم توزیع به توجه با است. ساده آن به مربوط محاسبات که کنیم. معطوف صفر دمای به را خود توجه بخش این در بنابراین دارد.

آیند: ͳم در زیر های انتگرال صورت به انرژی و ذرات تعداد به مربوط روابط ، µ ≡ ϵF صفر دمای در اینکه به توجه و (٩) رابطه ͳیعن صفر دمای

N =
V

2π2

∫ ϵF

0

k2dk

U(T = 0) =
V

2π2

∫ ϵF

0

ϵk k2dk. (١٨)

کنیم: تعریف زیر صورت به را ͳفرم انرژی توانیم ͳم

ϵF =
ℏ2k2F
2m

نتیجه در

N =
V

2π2

∫ kF

0

k2dk =
V

6π2
k3F =

V

6π2

(
2mϵF
ℏ2

) 3
2

, (١٩)

و

U =
V

2π2

∫ kF

0

ϵk k2dk =
V

10π2
(
ℏ2

2m
)k5F =

V

10π2

(
2mϵF
ℏ2

) 3
2

ϵF . (٢٠)

کند: ͳم تعیین گاز ͳالΎچ حسب بر را ͳفرم انرژی اول رابطه

ϵF =
ℏ2

2m
(6π2n)

2
3 (٢١)

البته افزایش این ͳونگΎچ رود. ͳم بالاتر و بالا ͳفرم انرژی باشد، تر چΎال گاز که چه هر ترتیب این به است. گاز ͳالΎچ n = N
V آن در که

ابعادی آنالیز از استفاده با بعد ͳکم که است کاری این کنیم. پیدا را ͳبستگ این توانیم ͳم نیز محاسبه بدون دارد. d ͳیعن فضایی بعد به ͳبستگ

داد. خواهیم انجام

٨



آوریم: ͳم بدست هم بر آخری رابطه دو این تقسیم با

U =
3

5
NϵF . (٢٢)

بودن ͳکوانتوم از ͳناش کند، ͳنم تبعیت انرژی پاری هم اصل از و است انرژی دارای نیز صفر دمای در ͳفرم گاز ،Έکلاسی گاز برخلاف که این

ͳم نظر در را (٧) رابطه صفر دمای در فشار آوردن بدست برای بروند. پایه حالت به ذرات همه دهد ͳنم اجازه که است ͳپاوول طرد اصل و آن

که کنیم ͳم استفاده حدی رابطه این از صفر دمای در گیریم:

ln(ze−βϵk + 1) =


ϵF−ϵ
kT , ϵ < ϵF

0, ϵF > ϵ

(٢٣)

نتیجه در

PV

kBT
=

V

2π2

∫ ϵF

0

k2dk
ϵF − ϵ

kBT
=

V

2π2

ℏ2

2m

∫ kF

0

k2dk
k2F − k2

kBT
(٢۴)

با: بود خواهد برابر ͳفرم گاز فشار که دهید نشان نهایی نتیجه کردن ساده و انتگرال محاسبه با تمرین: n

P =
1

15π2

(
2mϵF
ℏ2

) 3
2

ϵF (٢۵)

است: برقرار گاز ͳداخل انرژی و فشار بین زیر ساده رابطه که دهید نشان چنین هم

PV =
2

3
U. (٢۶)

است. برقرار دماها همه در واق΄ در آوردیم) بدست صفر دمای برای درس این در (که رابطه این که دید خواهیم آینده درسهای در

آنالیز با ای محاسبه نوع هر از قبل که است این ای مسئله هر حل برای کارها ترین مهم و اولین از ͳی :ͳفرم گاز برای ابعادی آنالیز n

فراهم ما برای نیز را ͳعمیق شهودی بینش مطالعه نوع این کنیم. پیدا تر بنیادی های کمیت به را خود نظر مورد های کمیت ͳبستگ ابعادی

ضرایب نگران اگر ٣ دهیم. ͳم انجام ابعادی آنالیز اکنون و دادیم انجام دقیق محاسبه نخست ͳآموزش دلایل به تنها جا این در البته کند. ͳم

هستند: ارزشمندی منابع زیر منبع دو هستند مختلف های زمینه در ابعادی آنالیز وسیع و عمیق یادگرفتن به علاقمند که ͳکسان برای ٣

هست. هم دیΎر موضوعات شامل که او یوتیوبی کانال در آقامحمدی امیر دکتر درسهای سلسله ‐ Έی

Qualitative Methods in Quantum Theory, by Arkady Migdal. کتابِ ‐ دو

٩

https://www.youtube.com/channel/UCFGDlcj-NiSA_o4AeVtfkSg


ͳفرمیون گاز Έی آوریم. بدست ابعادی استدلال با تنها ͳفرم انرژی حسب بر را فشار و انرژی ،ͳالΎچ روابط توانیم ͳم نباشیم، عددی دقیق

از استفاده با .n = N
V با است برابر نیز ͳالΎچ دارد. قرار V حجم در و است m آن های اتم جرم که بΎیرید نظر در d بعد در را آل ایده

انرژی سپس و گاز این ͳفرم انرژی توانیم ͳم ابعادی، استدلال با شود ͳم وارد آن روابط در پلانک ثابت و است ͳکوانتوم گاز این که این

هستند: اینها داریم اختیار در که هایی کمیت ابعاد آوریم. بدست صفر دمای در را آن فشار و کل

[m] = M [n] = [V −1] = L−d, [ℏ] = ML2T−1. (٢٧)

با است برابر دیΎری انرژی هر مثل ͳفرم انرژی بعد

[ϵF ] = ML2T−2. (٢٨)

دهیم: ͳم قرار بنابراین

ϵF ∼ mαnβℏγ (٢٩)

آید: ͳم بدست زیر تساوی ابعادی نظر از نتیجه در و

ML2T−2 = MαL−dβ(ML2T−1)γ . (٣٠)

آوریم: ͳم بدست طرف دو دادن قرار مساوی با

α = −1, β =
2

d
, γ = 2 (٣١)

نتیجه در و

ϵF ∼ ℏ2

m
n

2
d =

ℏ2

m
(
N

V
)

2
d (٣٢)

k آن در که باشد ϵF ∼ ℏ2

2mk2 نوع از بایست ͳم ϵF که بفهمیم زودتر توانستیم ͳم بردیم ͳم کار به ͳفیزی شهود ͳکم اگر ابتدا از البته

با: بود خواهد برابر کل انرژی طبیعتا ͳفرم انرژی یافتن از پس برسیم. (٣٢) رابطه به بلافاصله و است L−1 جنس از ͳکمیت

U ∼ NϵF ∼ N
ℏ2

m
n

2
d (٣٣)

با بود خواهد برابر نیز فشار و

P ∼ U

V
∼ N

V
ϵF ∼ ℏ2

m
n

2
d+1. (٣۴)
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از ͳتوان با متناسب فشار ͳفرم گاز در است،  ͳالΎچ با متناسب فشار که Έکلاسی آل ایده گاز خلاف بر که دهد ͳم نشان آوردیم بدست که آنچه

پلانک ثابت وجود چنین هم است. ͳالΎچ 2
5 توان با متناسب فشار صفر دمای در و بعد سه در دارد. بعد به ͳبستگ البته توان این و است ͳالΎچ

که است ͳپاوول طرد اصل از ͳناش صفر دمای در فشار این . است ͳکوانتوم اثر Έی از ͳناش فشار این دهد ͳم نشان که است مهم رابطه این در

در ها اتم و شود ͳم تمام آنها سوخت که ͳوقت ها ستاره در که است ͳعامل همان فشار این نشوند. Έنزدی یدیΎر به ها الترون شود ͳم باعث

ͳم ستاره جرم ͳنوترون ستاره Έی تشیل برای شود. ͳم ͳنوترون ستاره تشیل و ها اتم بیشتر شدن فشرده مان΄ شوند ͳم کوبیده هم در گرانش اثر

صورت به دیΎر بار Έی کند. غلبه نامیم ͳم ۴ ͳترونال ͳواگن فشار را آن که دافعه فشار این بر بتواند تا باشد بیشتر مشخص حد Έی از بایست

در هستند. ͳخال آن از بالاتر های لایه و پر ͳفرم انرژی زیر های لایه همه T = 0 دمای در کنیم. ͳم ͳبررس را ͳفرم گاز Έی وضعیت ͳکیف

ذرات و کرده ͳخال را ͳفرم سط Έنزدی ترازهای بتواند که است اندازه آن فقط گرمایی انرژی میزان ترند، پایین ͳخیل ͳفرم دمای از که دماهایی

است) زیادی دمای خودش دانیم ͳم که طور همان (که شود، ͳم Έنزدی ͳفرم دمای حدود به دما که ͳوقت بفرستد. بالاتر های لایه به را ها تراز این

بالاتر های تراز به و کند جابجا ها تراز این از را ذرات و دهد قرار تاثیر تحت را ͳفرم سط زیر های تراز همه تقریبا که هست آنقدر گرمایی انرژی

تر بزرگ ͳخیل دما که ͳوقت اما .2EF Έنزدی انرژی با است ترازی شود پر است ممن ترتیب این به که ترازی بالاترین هست که چه هر اما ببرد

تعداد ͳالΎچ و اند شده پخش بالاتر های تراز تمام در ذرات این بله اند شده جابجا ͳفرم سط زیر در ذرات همه تنها نه است، ͳفرم دمای از

اند. شده داده نشان (٣) شل در ها وضعیت این است. Έی از تر پایین ͳخیل ها تراز در ذرات

Electron Degeneracy Pressure۴

١١



مختلف. دماهای در انرژی های لایه در ذرات توزیع :٣ شل

بوز‐اینشتین چΎالش و ͳبوزون گاز پارش تابع ٣

چΎالش به که کنیم ͳم معطوف خاص پدیده Έی به را خود توجه و کنیم ͳم مطالعه تر دقیق صورت به را ͳبوزون گاز پارش تابع بخش این در

اینشتین بوز‐ چΎالش اثر در کنیم. ͳم واگذار آینده های درس به مختلف دماهای در را ͳبوزون گاز تر وسیع مطالعه است. معروف ۵ بوز‐اینشتین

بسیار دماهای در پدیده این شوند. ͳم چΎالیده اصطلاح به یا جم΄ پایه حالت در ذرات از ماکروسوپی تعداد ͳیعن ذرات کل از ͳتوجه قابل کسر

صورت به ،ͳکیف نظر از است. ابررسانایی و ͳابرشارگ مثل هایی پدیده منشاء و دهد ͳم رخ ها بوزون برای فقط آنهم زیاد بسیار های ͳالΎچ یا کم

انرژی و تکانه هرکدام که مختلف های تراز در ذرات شدن پخش چΎالش، از قبل که داد توضیح شل این به را پدیده این توان ͳم ابتدایی ͳخیل

Bose-Einstein Condensation۵

١٢



مقاومت یا و مایعات در ویسوزیته و مزاحمت بروز باعث نتیجه در و دیΎر Έی از ذرات ͳپراکندگ و برخوردها باعث ، دارند خود به مخصوص

رفتار باعث معین تکانه و انرژی با پایه حالت Έی در ذرات از ͳانبوه شدن جم΄ چΎالش، از بعد ͳول شود. ͳم ͳمعمول رساناهای در ͳتریال

که کرد دقت باید .(۴) شل شود، ͳم ابررساناها در ͳتریال مقاومت یا مایعات در ویسوزیته رفتن بین از نتیجه در و ذرات یسان و ͳجمع

هستند کوپر های جفت این و دهند ͳم ۶ کوپر های جفت به موسوم هایی جفت تشیل دو به دو هستند، فرمیون که ها الترون ابررسانا، Έی در

از بعد و گاز Έی مثل چΎالش از قبل ذرات انبوهه رفتار که گفت توان ͳم ͳکیف طور به شوند. ͳم ابررسانایی باعث و شده چΎالیده نهایتاً که

ͳم دیده آن نظایر و ویژه گرمایی ظرفیت پذیری، تراکم نظیر ای ذره بس دستگاه این کیفیات تمام در تفاوت این است. مایع Έی مثل چΎالش

شود.

ͳشرایط چنین در باشند. داشته یسان حالت و ͳکوانتوم اعداد سیستم Έی ذرات همه که شود ͳم باعث پایه حالت در ها بوزون چΎالش :۴ شل

شود. ͳم ابررسانایی و ͳابرشارگ مثل هایی پدیده بروز باعث خاصیت این رود. ͳم بین از ذرات حرکت بین تزاحم نوع هر

Cooper Pairs۶

١٣



داریم: کنیم. ͳم یادآوری را ها بوزون به مربوط ͳکل روابط نخست

lnQ = −
∑
i

ln(1− ze−βϵi) (٣۵)

N =
∑
i

1

z−1eβϵi − 1
(٣۶)

U =
∑
i

ϵi
z−1eβϵi − 1

(٣٧)

کنیم. ͳم تعیین را z پارامتر محدوده نخست

با: است برابر انرژی تراز هر در ذرات تعداد که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه (٣۶) عبارت به اگر ها: بوزون برای z پارامتر محدوده n

که آوریم ͳم بدست 0 ≤ ni ≤ ∞ که آنجا از .ni =
1

z−1eβϵi−1

0 ≤ z < eβϵi ∀ i

نتیجه در و

0 ≤ z < eβϵ0 ,

بΎیریم صفر با برابر را پایه حالت انرژی ،ͳهامیلتون از ثابت مقدار Έی کاستن با توانیم ͳم همواره است. پایه حالت انرژی ϵ0 آن در که

از: است عبارت z محدوده ها بوزون برای نتیجه در و داد) خواهیم انجام درس این در که (کاری

0 ≤ z < 1. (٣٨)

چاه Έی درون ذره Έی انرژی سطوح از عبارتند ها ϵi آل، ایده گاز برای رویم. ͳم دیΎر های کمیت محاسبه سراغ به z محدوده تعیین از پس

که بΎیریم طوری نیز را مرزی شرایط و بΎیریم بعدی d معب Έی دارد قرار آن در ذره که را ͳحجم هرگاه گیریم. ͳم L را آن ابعاد  که پتانسیل

داشت: خواهیم ، باشد صفر ها دیواره روی موج تابع

ϵn =
ℏ2

2m

π2

L2
(n2

1 + n2
2 + · · ·n2

d). (٣٩)
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متغیر Έی از استفاده و مراحل این کردن ͳط با کرد. تبدیل انتگرال به را بالا های جم΄ توان ͳم چΎونه که ایم داده نشان درس این ضمیمه در

رسیم:  ͳم زیر رابطه به x = βϵ جدید

lnQ = − V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (۴٠)

کنیم. ͳم رف΄ و داده توضیح را آن اینک که دارد ͳاساس اشال Έی رابطه این اما

صورت به پایه حالت جمله سهم (٣۵) عبارت در

− ln(1− z) (۴١)

میل نهایت بی سمت به جمله این کند، ͳم میل 1 سمت به z که ͳوقت ایم. گرفته ϵ0 = 0 را پایه حالت انرژی گفتیم ابتدا در که همانطور است.

در ها حالت ͳالΎچ دهنده نشان واق΄ در که x
d
2−1 عبارت به اگر خیر؟ یا است شده گرفته نظر در (۴٠) انتگرال در سهم این آیا ببینیم کند. ͳم

صفر سمت به نیز x d
2−1 ln(1− e−x) جمله نتیجه در و صفر سمت به ͳالΎچ این d > 2 برای که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه است، انرژی واحد

اگر است. روشن هم امر این دلیل دارد. ͳفاحش تفاوت نقطه این در (۴٠) انتگرال با (٣۵) ͳواقع عبارت که است روشن نتیجه در و کند ͳم میل

شویم. ͳم ͳاصل نکته متوجه کنیم نگاه (۶) و (۵) های شل به

در است. آبی عمودی های میله مساحت مجموع همان که شود (٣۵) جم΄ جایΎزین است (۴٠) انتگرال همان که ͳمنحن زیر سط است قرار

است،  d = 3 بعد به مربوط که (۶) شل در اما هستند. یسان خوبی ͳخیل تقریب با مساحت دو هر است، d = 2 بعد به مربوط که (۵) شل

زیر سط مساحت واق΄ در کشد. ͳم Έفل به سر آن روی میله ارتفاع آنکه حال و کند ͳم میل صفر سمت به Έکوچ های x در ͳمنحن که بینیم ͳم

تفاوت این دلیل شود. ͳم ایجاد پایه حالت سهم ͳیعن اول میله همان توسط هست تفاوت چه هر واق΄ در است. محدود مقدار Έی اینجا در ͳمنحن

که طوری به باش اندک شان تفاوت هم به نسبت جم΄ ِ ͳمتوال جملات که است صحیح ͳوقت فقط انتگرال Έی به جم΄ Έی تبدیل که است آن

دارد. زیادی بسیار تفاوت ها حالت بقیه با پایه حالت سهم جا این در زد. تقریب هموار تابع Έی با را آنها بتوان

اولین سهم مثلا که این یا شده گرفته نادیده (۴٠) انتگرال در که است پایه حالت سهم تنها آیا که است این آید ͳم پیش جا این در که ͳمهم سوال

پایه حالت سهم با را برانگیخته حالت اولین سهم که است بهتر سوال این به پاس برای است؟ افتاده قلم از نیز برانگیخته حالت سومین و دومین و

که است روشن (٣٩) رابطه از دهیم. ͳم نشان ϵ1 با را اول پایه حالت انرژی و ϵ0 = 0 با را پایه حالت انرژی کنیم. مقایسه

ϵ1 − ϵ0 ≈ ℏ2π2

2mL2
. (۴٢)
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-

. ندارد. وجود مقادیر این پیوسته انتگرال و انرژی های حالت روی گسسته جم΄ بین ͳتفاوت شود، ͳم Έنزدی ١ به z که ͳوقت دو بعد در :۵ شل

با: است برابر Q در جمله دو این سهم حال

− ln(1− ze−βϵ0)− ln(1− ze−βϵ1). (۴٣)

حالت اولین سهم که مقداری بیشترین این بر بنا 0 ≤ z ≤ eβϵ0 . ͳیعن [0, eβϵ0 ] با است برابر z مجاز محدوده که ایم دیده ͳقبل های درس از

: با است برابر کند اختیار تواند ͳم دوم جمله ͳیعن برانگیخته

− ln(1− eβ(ϵ0−ϵ1)) ≈ − ln(β(ϵ1 − ϵ0)) ≈ − ln

(
ℏ2π2

2mL2
β

)
. (۴۴)

جمله که است ͳحال در این و است ٢٠٠ یا ١٠٠ حدود در عددی آن لΎاریتم باز باشد، 10−200 یا 10−100 ͳکوچ به پرانتز داخل عدد اگر ͳحت

پایه حالت سهم تنها و است درست ایم داده نشان قبل صفحه در که تصویری این بنابر کند. ͳم میل نهایت بی سمت به z −→ eβϵ0 حد در اول

ها بوزون برای را (٣٧) تا (٣۵) روابط بایست ͳم چΎونه که است روشن اکنون استدلال این با شود. گرفته نظر در جداگانه بایست ͳم که است

آیند: ͳم در زیر شل به روابط این روابط بنابراین گیریم). ͳم صفر با برابر را پایه حالت انرژی خود، قرارداد با و ͳسادگ برای ) بنویسیم.
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دارد. محدودی مقدار پیوسته انتگرال ͳول شود ͳم نهایت بی ها حالت روی گسسته جم΄ شود، ͳم Έنزدی Έی به z که ͳوقت سه بعد در :۶ شل

شود. نوشته جدا بایست ͳم که است پایه حالت سهم در فقط هم عمده تفاوت

lnQ = − ln(1− z)− V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx. (۴۵)

N =
z

1− z
+

V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1dx

z−1ex − 1
. (۴۶)

U

kT
=

V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2 dx

z−1ex − 1
. (۴٧)
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دهیم: ͳم نشان N0 با را آن که است پایه حالت در ذرات متوسط تعداد z
1−z که کنید دقت

N0 =
z

1− z
. (۴٨)

.(٧) شل شود، بزرگ حدی هیچ بدون تواند ͳم 1 به z شدن Έنزدی با پایه، حالت در ذرات تعداد ͳیعن عدد این

جای برای پایه،  حالت از بالاتر های لایه ظرفیت مجموع کند، ͳم عبور ͳبحران دمای Έی از و آید ͳم پایین دما که ͳوقت بعد، سه در :٧ شل

چΎالش آن به که است چیزی همان پدیده این روند. ͳم پایه حالت به ذرات از ͳتوجه قابل کسر Έی آن از بعد شود. ͳم محدود ذرات دادن

شود. ͳم گفته بوز‐اینشتین

ͳم توجه (۴۵) رابطه به ادامه برای ایم. گرفته صفر با برابر را پایه حالت انرژی زیرا ، ندارد (۴٧) عبارت در ͳیعن انرژی در ͳسهم جمله این البته

آوریم: ͳم بدست نتیجه در کنیم. محاسبه جزء به جزء صورت به را انتگرال توانیم ͳم کنیم.

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1− ze−x)dx =

1
d
2

x
d
2 ln(1− ze−x) |∞0
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+
1
d
2

∫ ∞

0

x
d
2

1

z−1ex − 1
dx. (۴٩)

زیر تابع ِ تعریف با و است صفر با برابر اول عبارت اینکه به توجه با

gn(z) :=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dx

z−1ex − 1
. (۵٠)

آوریم: ͳم بدست

PV

kT
= − ln(1− z) +

V

λd
g d

2+1(z)

N = − z

1− z
+

V

λd
g d

2
(z)

U

kT
=

d

2

V

λd
g d

2+1(z). (۵١)

که دهید نشان تمرین:  n

gn(1) = ζ(n), (۵٢)

ͳیعن است ریمان زتای تابع ζ آن در که

ζ(n) = 1 +
1

2n
+

1

3n
+

1

4n
+

1

5n
+ · · · . (۵٣)

و پایه حالت در موجود ذرات متوسط تعداد z
1−z که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه (۵١) رابطه به اگر ζ( 32 ) = 2.612. و ζ(1) = ∞ که دانیم ͳم

V
λd g d

2
(z)

ͳیعن دهیم، ͳم نمایش Ne و N0 با ترتیب به را دو این است. برانگیخته های حالت ͳتمام در موجود ذرات تعداد

N =
z

1− z
+

V

λd
g d

2
(z) ≡ N0 +Ne. (۵۴)

درسهای در را موضوع (این است. ͳمتناه آن بیشنیه مقدار است d > 2 که ͳوقت و است صعودی تابع Έی gn(z) تابع که داد نشان توان ͳم اما

حالات ظرفیت که شود ͳم معلوم ترتیب این به کند.) ثابت را آن نیز اش ͳکنون دانش با تواند ͳم خواننده چه اگر داد خواهیم نشان دقت به آینده

با است برابر ظرفیت این است. محدود ذرات دادن جا برای برانگیخته

(Ne)max =
V

λd
ζ(

d

2
). (۵۵)
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به حتما بایست ͳم ذرات بقیه باشد، مقدار این از بیش گاز در موجود ذرات کل تعداد اگر حال دارد. ͳبستگ دما به ظرفیت این که کنید دقت

چΎالش شرط بنابراین اند. کرده چΎالش به شروع ͳسادگ به یا پایه حالت در چΎالش به شروع ذرات که گوییم ͳم حالت این در بروند. پایه حالت

که است آن

N ≥ V

λd
ζ(

d

2
), (۵۶)

یا و

nλd ≥ ζ(
d

2
). (۵٧)

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم λ = h√
2πmkT

رابطه به توجه با که است ͳالΎچ و دما از ترکیبی ͳشرط شرط، این

n(
h√

2πmkT
)d ≥ ζ(

d

2
). (۵٨)

گیریم: ͳم مهم درس چند رابطه این از

در مΎر شود، ͳنم محقق هرگز چΎالش شرط و ζ(1) = ∞ زیرا دهد، ͳنم رخ چΎالش (d = 2) ͳبوزون دوبعدی گاز Έی برای :Έی n

مطلق. صفر دمای

دمای هر ازای به و افتد ͳم اتفاق چΎالش کنیم، کمتر Tc ͳبحران حد Έی از را دما که وقت هر محدود ͳالΎچ هر ازای به این بنابر دو: n

از استفاده با را ͳبحران ͳالΎچ این و دما این شد. خواهد آغاز چΎالش کنیم تر زیاد nc ͳبحران مقدار Έی از را ͳالΎچ گاه هر محدود

نوشت: زیر شل به توان ͳم چΎالش رابطه

nc = ζ(
d

2
)

(√
2πmkT

h

)d

,

Tc =
h2

2πmk

(
n

ζ(d2 )

) 2
d

. (۵٩)

نشان رابطه این در h وجود چنین هم افتد. ͳم اتفاق زودتر چΎالش باشد، کمتر ذره جرم که چقدر هر که دهد ͳم نشان (۵٨) رابطه سه: n

است. ͳکوانتوم پدیده Έی پدیده این که دارد این از
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ها مسئله ۴

آورید. بدست لایه هر در را ذرات تعداد واریانس سپس و ⟨ni⟩ متوسط آل ایده ͳفرمیون گاز برای الف: اول: مسئله n

z −→ 1 حد در هم و z −→ 0 حد در هم برانگیخته. های حالت برای هم و پایه حالت برای هم دهید. انجام ͳبوزون گاز برای را کار این

.

رابطه که دهید نشان آورد. بدست را انرژی و فشار ،ͳفرم انرژی صفر دمای در و d دلخواه بعد در آل ایده ͳفرم گاز برای دوم: مسئله n

است. ساده رابطه Έی همواره انرژی و فشار

دمای با را آن و بزنید تخمین گاز همین برای را ͳفرم دمای بزنید. تخمین فلز Έی درون ͳترونال گاز برای را ͳفرم انرژی سوم: مسئله n

بزنید. تخمین صفر دمای در را ͳترونال گاز فشار کنید. مقایسه اتاق

آن و بزنید تخمین گاز همین برای را ͳفرم دمای بزنید. تخمین ͳنوترون ستاره Έی درون ͳنوترون گاز برای را ͳفرم انرژی چهارم: مسئله n

بزنید. تخمین ستاره این برای را ͳنوترون گاز فشار کنید. مقایسه اتاق دمای با را

محاسبه دهد ͳم رخ چΎالش آن در که را دمایی دارد، قرار اتمسفر Έی فشار در که 4He هلیوم گاز از مول Έی برای پنجم: مسئله n

کنید. حساب z −→ 1 و z −→ 0 حد دو در را گاز انرژی و فشار کنید.

دمای و ͳفرم انرژی است. m با برابر ذرات جرم و L با برابر ظرف طول بΎیرید. نظر در بعد Έی در را ͳفرمیون گاز Έی ششم: مسئله n

کنید. حساب را ͳفرم

احتیاج ای داده به اگر مورد هر در کنید. حساب زیر های مثال برای را صفر دمای در گاز فشار و ͳفرم دمای ،ͳفرم انرژی هفتم: مسئله n

کنید:  پیدا مجازی منابع از استفاده با یا ͳفیزی تخمین از استفاده با را آن دارید

بعدی، سه فلز Έی درون ͳترونال گاز ‐Έی

سفید، کوتوله Έی در ͳترونال گاز ب‐

.ͳنوترون ستاره Έی درون ͳنوترون گاز پ‐
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انتگرال به ها حالت روی جم΄ تبدیل ضمیمه: ۵

ͳکوانتوم اعداد با ͳحالت هر بزنیم. جم΄ ͳکوانتوم های حالت تمام روی را ͳعبارت باید ها بوزون و ها فرمیون برای پارش تابع محاسبه در

با برابر را d بهتر تجسم برای کنند. ͳم صدق 0 ≤ li < ∞ شرط در ͳΎهم و هستند صحیح و مثبت اعداد، این شود. ͳم مشخص l1, l2, · · · ld

ها li به مستقما پارش تابع که است این مهم نکته کند. ͳم پیدا تعمیم نیز دلخواه ابعاد به ͳراحت به آموزیم ͳم بعد این برای که آنچه گیریم. ͳم 2

به ͳخیل ki کنند، ͳم تغییر ها li که ͳوقت اگر ایم.) گرفته Έی با برابر را ℏ) است. ki = π
L li های تکانه طریق از آن ͳبستگ بله ندارد ͳبستگ

Έکوچ بازه هر ازای به که کنیم محاسبه است ͳکاف کار این برای کنیم. تبدیل ki روی انتگرال به را ها li روی جم΄ توانیم ͳم کند تغییر ͳآهستگ

برابر تعداد این امتدادی هر در که شود ͳم دیده کرد: تعیین توان ͳم شل روی از را تعداد این دارد. وجود (٨) شل در نقطه تعداد چه ∆ki

با: است

∆li =
∆ki
π
L

داریم: انتگرال به جم΄ تبدیل برای را زیر قاعده d دلخواه بعد در نتیجه در و

∑
l1,l2,···ld

= (
L

π
)d
∫

dk1dk2 · · · dkd (۶٠)

که است شده رعایت نیز موضوع این آن در که نوشت زیر صورت به را انتگرال توان ͳم باشد، داشته ͳبستگ k اندازه به تنها انتگرالده تابع اگر و

گیرد: ͳم صورت مثبت های ki روی انتگرال نتیجه در و جم΄

∑
l1,l2,···ld

= (
V

(2π)d
)Ωd−1

∫
kd−1dk (۶١)

نظریه و آماری Έانیم محاسبات در مختلف های راه به که است ͳاساس رابطه Έی (۶١) رابطه است. بعدی d− 1 کره سط Ωd−1 آن در که

است ͳتابع انتگرال زیر تابع داریم کار و سر آن با که ͳموضوع در گرفت. فرا خوبی به را آن استخراج نحوه بایست ͳم و شود ͳم پدیدار ͳکوانتوم

داریم: کار و سر زیر نوع از های انتگرال با ͳیعن . βϵ = β ℏ2

2mk2 از

∑
l1,l2,···ld

F (βϵl) =
V Ωd−1

(2π)d

∫ ∞

0

kd−1dkF (βϵ). (۶٢)

بنویسیم: بایست ͳم کار این برای بΎیریم. βϵ = x را انتگرال متغیر که است بهتر این بنابر

x = βϵ = β
ℏ2

2m
k2 (۶٣)
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k1

k2

Δk1

Δk2

π
L

π
L

دارد. وجود نقطه تا ∆ni =
∆ki
π
L

تعداد ∆ki ی فاصله هر در :٨ شل

آنجا از و

k = (
2m

βℏ2
)

1
2x

1
2 =

2
√
π

λ
x

1
2 , (۶۴)

بنابراین است. گرمایی موج طول λ = h√
2πmkT

آن در که

V Ωd−1

(2π)d
kd−1dk =

V Ωd−1

(2π)d
2dπ

d
2

λd

1

2
x

d
2−1dx =

V

λd

(
Ωd−1

2π
d
2

)
x

d
2−1dx (۶۵)

که دانیم ͳم اما

Ωd−1 =
2π

d
2

Γ(d2 )
.

رسیم: ͳم زیر ساده رابطه به این بنابر

∑
l1,l2,···ld

F (βϵl) =
V

λd

1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1dxF (βϵx). (۶۶)
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انتگرال Έی به چΎونه را انرژی مقادیر ویژه روی جم΄ کند ͳم بیان که است ͳکل رابطه Έی رابطه این است. درست ͳتابع هر برای فوق رابطه

کنیم. تبدیل

من به را درسنامه این اولیه متن اشالات ͳتمام استثنایی دقت با که ١۴٠٣ سال در درس این دانشجوی ͳیدالله آرمین آقای از :ͳقدردان n

کنم. ͳم تشر کردند یادآوری
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